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S9R  LE  SECOND  THEOHliME  DE  LA  MOYENNE, 

par  M.  P.  Mansion,  avec  un  Extrait  dTune  Jettre  de  M.  L,  Kroneckee, 
professeur  ft  l’Universite  de  Berlin  (*). 

I. 

Le  second  theorems  de  la  moyenne  est  sou  vent  appele  en  Alleraagne 
Du  Bois-Beymond's  Mittelwerth&atz ,  parce  que  ce  geometre,  qui  en  fait 
grand,  usage  clans  ses  recherehes  sur  les  series  et  les  integrates  de 
Fourier,  Ta  publie(**)  et  demontre,  le  premier,  dans  toute  sa  gcncralite. 
II  peut  s’enoncer  ainsi,  dans  le  cas  dos  fonctions  habituellement  consi- 
dcrees  en  analyse  elementaire  :  *  Si  Fx  est  me  f auction  non  croissants 
(c’est-a-dire  constants  on  dkroissante)  dejmis  x»  jus  qua  X,  on  a ,  moyen- 
nant  certaines  conditions  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  has, 

#X  (X 

\  Fa;  dx  =  Fa*,  \  &xdx  -r-  FX  \  dx}  (I) 

x„  Mant  me  valeur  convenablemmt  choisie  mire  Xn  et  X,  » 

r* 

Voici,  dans  le  cas  des  fonctions  elementaircs,  une  demonstration  do 
ce  theorem e  (***).  On  a 

fX  fx  (x 

V=l  (F& — Fa;0) ©a?  dx  =  \  <pxdx\  F 'ydy 

Jx0  -jp0 

Y  etant  le  volume  compris  entre  la  surface  qui  a  pour  equation,  en 
coordonnees  rectangulaires,  z*^<zx  F'y,  le  plan  des  xyt  et  les  trois  plans 
represents  par  x  —  xot  y  —  x0,  y  =  x. 


(*)  Bibliographie  ^  Ossian  Bonnet,  Journal  de  Liomille,  1849,  t,  XIV,  pp,  249 
et  suivantesj  P.  du  Bqys-Reymond,  Journal  de  Borchardt ,  1868,  t.  LXIX,  pp,  65 
et  suivantes;  HaniyEL,  Journal  de  Scklomilch,  1869,  t.  XIV  pp,  436  et  s  divan  tes; 
G.  F.  Meyek,  Matkenialische  Annalent  1813,  t*  VI,  pp*  313-318;  puis  divers 
manuels  d’analyse  inflnitesiiuale,  ceiui  de  M*  Jordan,  par  exemple,  t*  II  ,  pp.  69-94, 
ou  la  demonstration  est  analogue  ft  cello  de  M.  Kronecker,  mais  sans  les  remarques 
du  §11,3. 

(**)  Par  l’impreseion,  bien  entendu;  car  M,  'Weieratrass,  comme  le  fait  remar- 
quer  M.  du  Bois-Reymond,  connaissait  le  second  theoreme  de  la  moyenne  et  l’avait 
communique  ft  scs  autUteurs  de  l’Univereitd  do  Berlin,  avant  1SG9* 

t***)  Traduction  geometrique  de  l’une  dos  demonstrations  donnees  par  M.  P.  du 
Bois- Raymond,  Journal  de  Borchardt,  1.  c.,  p,  82* 

it 
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On  peut  exprimer  V  par  une  integrals  double  ou  la  premiere  integra¬ 
tion  se  fait  par  rapport  &  m,  la  seconds  par  rapport  a  y .  On  trouvo  ainsi : 

■X  ,X 

(2) 


SA 

P'y  dy  \  (pm  dm, 

a?0  ’  h 


L’expression  F'y  dtant  la  derives  d’une  fonction  consfcante  ou  deeroissante, 
est  toujours  negative  ou  nulle.  Done  la  derniere  integrals  est  egale  a 

fX 

\  jtfF'y  dy  =  f h  (FX  —  Fa?t,), 

^0 

p  designant  tine  valeur  intermediaire  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  valeur  de 


•x 


)om  dm, 

y 

lorsque  y  varie  depuis  ma  jusqu’a  X.  Cette  valeur  moyenne  peut,  on 
general,  etre  representee  par 

•X 

om  dm, 


r 


mtJ  etant  une  valeur  de  m  convenablement  choisie.  On  a  done  enfin 

p 

fX  fX 

\  (F#  —  Fa?u)  c pm  dm  =  (FX  —  Fa?o)  \  <pm  dm, 

ou,  apres  qnelqnes  transformations  evidentes, 

fX  -X 

\  Fa;  ?a?  dm  —  F a?«  \  yxdm  -+-  FX  \  <pm  dm, 

^0  'Op 

Les  conditions  d’existenee  de  cettc  formula  sent  cclles  qui  auflisent 
pour  la  legitimite  ties  operations  qui  y  ont  conduit. 

Rbmakqles  L  Si  m.j  est  une  valeur  de  a;  comprise  entre  m  et  X  et 
telle  que 


FX  I  pa?  dm  =  F#„  \  mm  dm, 
J®, 


le  second  tlieoreme  de  La  moyenne  devient 


(X 


F  m  mm  dm 


=  F^n  « 


mm  dm. 


(3) 
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II.  M.  P.  da  Bois-Reymond  a  fait  remarquer(*)  que  le  theorem  e  de 
la  moyenne  sous  la  forme  (1)  pent  se  deduire  de  la  formula  (3),  en  rem- 
plaeant  Fx,  par  fx  — /X,  fx  etant  une  fonction  non  croissante. 


II. 


Ay&nt  communique  la  precedente  demonstration  a  M.  L.  Krokecker, 
I’eminent  professeur  attira  notre  attention  sur  la  suivante,  on  il  utilise, 
d’uiie  moAiUte  complete,  la  celebre  methode  de  transformation,  des  series, 
due  a  Abel(**),  en  l’appliquant  aux  integrales. 

1.  Par  definition 

fX 

\  Fx  xx  dx  —  lim„=aoSBt 
si 

Sn— (x» — 0a)Ffft(pa?i  +  (Xi"%»)FZ3<?Xi+-  H-(X  —  a?2»-a)Fi5s*.-i(p3?fn-4j 
ara  —  x4  —  x*,  . . . ,  X  —  x»„-°  etant  n  subdivisions  egales  ou  inegales 
de  X  —  xa ,  tendant  vers  zero  avec  a-1,  xy^i  designant  Tunc  des  valeurs 

de  x,  de  #•**-*  & 

Posons 

=  (£s  —  a?o)  <p£i  h-  —  #t)  (®2jt  —  ffsft-i)  > 


de  sorte  que 

{z2jt  —  =  Sit  — 

On  aura,  par  la  transformation  d’Abel, 

S*  —  -t-  ($*  —  5j)  F#3  ■+■  ($s  —  5a)  Ftfs  -H  •'•'+'  (sn  —  F^stj-i 

=  [$i  (F#t  — F&s)  h-  Js(F#s — Fa?s)  -+*  ■  •  ■  h-  5n— i  (FdJsn— 3— F^sn— i)]  -HJnF#2n-t, 

et,  a  la  limite, 


rx 

i  F#  «pa?  =  lim  [jt  (F#t  —  Fa?*)  -+-  s*  (FtfS  —  F#5)  ■+-•■• 

J®0 

rx 

-h  5n_i  (Fa?fin_3  —  F®3„_01  •+-  FX  y  (px  dx.  (4) 


(*)  Zwr  Geschichle  dtr  trigonometrischen  Reihen ;  eine  Bntgegnmg.  Tubingen, 
1880,  p,  59-60. 

(**)  (Euvj'es  cotnplMeSf  nouvelle  edition,  1881,  t.  1,  p.  232.  M.  Ossian  Bonnet  nTa 
utilise  eette  transformation  que  dhme  maniere  incomplete. 
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Soient  m,  M  deux  quantites,  Tune  plus  petite,  1’ autre  plus  grande, 
ontre  lesquelles  les  sommes  Sj.  s2)  $n-i  aont  toujours  comprises.  On 
aura 

Si  (FXt  —  F&s)  ■+*  (FjJCs  —  FflJ5)  -+**■•-!-  Sn-l  -  Ffl>a„_l) 

>  m[(FXi  —  Fa?s)  -+-  (F®3  — F£t?s)  *+•  *  -+*  (Fa;  2fi—  *  Ffl?in_0] 

ou 

m  (F#i  —  Fa?;n-0i 
et 

Si  ^Fa?t  —  FiCjJ  *4-  —  X*  a3s)  *+'  **  *  — s*— j  (F^i* — s  Fa?jn — i) 

<  M  (Fd?i  —  Fa?i„_i). 

Done  enfin,  en  faisant  xK  =  xa3  x*n..\  =  X, 

rx  fX 

m  (Fa?0  —  FX)  -*-  FX  l  ox  dx  <  \  Fx  tps  dx 

•Ta?o  Jff* 

-X  rX 


rX  fA 

\  Fx9xdX<M  (Fx0  -  FX)  +  FX  \  oxdx, 
Jzn 


\P) 


Ces  inegalites  ne  reposent  que  sur  trois  hypotheses,  l’une  relative  a 
Fa;,  savoir  qu’elle  n’est  pas  croissantc  do  a?„  a  X,  1’ autre  relative  aux  s, 
qui  sont  supposes  finis  j  enlin,  on  adrnet  l’existcnce  des  integrates  con- 
siderees. 

2.  Supposons  maintenant,  de  plus,  que  w0,  M0  soient  les  valours 

•x 

et  maxima,  et  reelleraent  attcintes  par  ^integrate  ^  ox  dx 


minima 


lorsque  x  varie  de  Xoii  X.  II  pourra  arriver  qu’il  existe  uno  valeur  x^ 
bien  determinee,  telle  quo 

■a?» 


(Pff, 


O  -  FX)  ( 


cpx  dx 


XQ 


soit  precisement  egale  a  la  valeur  de 

fX  rX 

\  Fx  ox  dx  —  FX  \  oxdxt 

comprise  entre  (Fa?u  —  FX)  ct  M«  (FiPo  —  FX).  Dans  ce  cas,  on 
pourra  ecrire 


(  Fa?  ox  dx  —  FX  | 
Jxit 


ox 


-ffft 


S&f/ 

ox  dx , 


cm*  comma  dans  le  §  I, 

Fa;  ox  dx  =  FxQ  \  ‘ox  dx  -+-  F#  \  <P® 

3.  Mais  il  iraporte  d’ajoutcr  quelques  remarques  rclativemmt  a  cce 
nouvelles  hypotheses,  savoir  ^existence  du  minimum  m  etdu  maximum 
Mo  et  cello  de  la  valeur  X/i. 

I/analyse  precetferitc  du  n°  1,  donne  le  theoreme  dc  la  moyenne  sous 
forme  d’inegalites.  Pour  en  tirer  le  theoreme  sous  forme  d’une  egalite, 
il  faut  y  introduce,  comma  on  l’a  yu  plus  haut  au  n°  2,  unc  certaine 
valeur  moyenne  Xf,  dont  la  definition  exige  plus  quil  n’est  neccssaire 
pour  etablir  ces  incgalites.Ce pendant  ces  inegalites,qui  decoulcnt  lmme- 
diatement  de  la  transformation  d’ Abel,  sufisenl  pour  toutes  les  applica¬ 
tions.  On  n’a  peut-etre  pas  fait  assez  attention  a  ces  distinctions  que 
nous  venous  defaire  relativement  au  theoreme  de  M.du  Bois-Raymond. 


III. 


Ajoutons  a  ces  precieuses  observations  de  M.  Kronecker,  deux  remai- 
ques,  Tune  sur  la  demonstration  du  §  I  comparee  a  eelle  du  §  II,  1  autre 

sur  les  inegalites  dues  a  M.  Ossian  Bonnet. 

I.  Dans  le  cas  des  fonctions  elemcntaires  considerees  au  §  1,  la  for¬ 
mula  (4)  donne  immediaternent  la  formule  (2),  en  observant  que 

yx&X  -+-  e,  FXitt—i  —  Fa?!***  —  #sA+0  ^  E ) 


e  et  e'  etant  aussi  petits  que  l’on  veut.  On  trouve,  en  effet,  dans  cette 
hypothese, 


fX 

ds. *  -l-  FX.  \ 
Ja;0 


relation  qu’il  est  aise  de  transformer  dans  la  formule  (2). 

Mais,  en  passant  ainsi  des  sornmes  aux  integrates  avant  u  avoir 
enferme  l’expression  etudice  entre  deux  li mites,  on  voit  que  1  on  est 
force  de  suppose?  l’existence  de  la  derives  F'y,  ce  qui  n’a  pas  lieu  dans 
la  demonstration  du  §  II,  oil  l’on  passe  des  integrates  aux  sornmes 
apris  avoir  assigne  des  limites  a  S„. 
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II.  Evidemment,  si  FX  est  positif, 


rx 

mFcc0  <  m  (Fxa  —  FX)  -i-  FX  \  <px  da, 

h'n 


MF >  M  (Fx0 
done,  d’apres  (5) 


CX 

mFxQ  <  \  Fx  ox  dx  <  MF#o,  (6) 

inegalites  que  Ton  renverserait  si  FX  est  negatif.  M.  Ossian  Bonnet  a  eu 
le  merite  de  les  signaler,  le  premier,  des  1849,  comme  une  consequence 
de  la  transformation  dTAbel  appliquee  aux  Integrates.  La  demonstration 
donnee  par  M.  Kronecker  prouve  que  Ton  peut  deduire  de  cette  trans¬ 
formation  dcs  limites  plus  rapprochees. 

Bes  inegalites  (6),  on  pent  deduire  l'egalite  (3),  moyennant  les  hypo- 
theses  qui  perraettent  de  tirer  (1)  de  (5) ;  roais  de  (G)  il  no  semble  pas  quo 

l’on  puisse  tirer  (5)  par  une  remarque  analogue  a  eelle  qui  termine  le 
paragraph©  premier. 


xune  Equivalence  algebrique. 

Bxtr&it  d’une  lettre  de  M.  L,  Kroneckkr. 

'  la  nouvelle  algebre,  dont  M.  Kronecker  a  pose  les  fondements 
dans  ses  Gnmdmge  einer  arithmetischm  Theorie  des  algebmischen 
Grvssen  (Berlin,  Reimer,  1882),  le  problem e  fondamental  a  resoudre 
consiste  a  representer  toute  fonction  entiere  de  sous  forme  d’un  pro- 
duit  de  tacteurs  lineaires,  sans  definir  prealablcment  les  grandeurs  algc- 
briques.  L’eminent  professeur  y  est  parvenu,  de  la  maniere  la  plus 
simple  et  la  plus  complete,  dans  les  lecons  qu’il  a  faites  a  l’Universitd  de 
Berlin,  pendant  le  dernier  semestre,  Voici,  par  excmple,  d’apres  une 

lottrc  dc  M.  Kronecker,  Equivalence  algebrique  qui  remplace  la  consi¬ 
deration  de  \y  2 : 

2  =  (e  A  a*)  *+*  i  *  -+*  is  24)  (x  —  ^  %  h-  ^  #*), 

a  un  multiple  pres  de  -+*  108. 

M.  Kronecker  va  publier  les  considerations  generates  dont  il  a  deduit 
cet  exemple,  m  M  , 


